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Epreuve de MATHEMATIQIJES 
(Duree : 3Heures) 


Averiissement : 

1! sera term compte clans l 'appreciation des copies de la concision et de la 
precision de la redaction . On ponrra admettre les res it! tats d'ltne question pour 
trailer les suivantes, 
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Fxercice 1 


On considers F integrate gendralisee j oil a esc mi red strictement posit if. 

1) 

1) Etudier k convergence de cette integrate pour lea valeura de a appurtenant a Fintervalle 
Jl,+txj[. 

2) Prouver la convergence de ['integrate bisque Ton a a CL 1] (on pourra utiliser une 
integration par parties pour F etude au voisinage de Finfini), 

3) Etablk pour n 6 IN’. Fencadremcnt 
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Qifcn deduit-on snr la convergence 
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de I ’integrate / -I dt? 
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I) Soit x € fCL +ool. Prouver la convergence de F integrate j exp (-let)'- — -dt. On note 
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F(:c) la vaieur de eette integrate. Dans la suite, on envisagera F(j) com une la soimne de 


la serie de terme general 
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2) a) Soit a g]0, +oc[. Etudier la oonvegence norm ate de la serie Y, u„ sur Fintervalle 

n-O 

[a. +oc[_ 
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b) Etudier la convegence norm ate de la serie V n n sur Fintervalle ]0, +oof. 
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3) a) Pour n £ Pi" et :r £]0, +oc[, etabiir I’inegaJite | } ’ u fc (j)j < |w fl (x)| . 

k— n+1 

b) Montrei que Ea sdrie de fonctions £ u rt converge utliformement sur [0. +oo[. 

n^D 

c) Enoncer predsement un theoreme prouvant la conti unite de F sur [0, +oc[ et mon- 
trer que Fon a 


lim Fix) = 0. 
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4) Demontrer que F c.st derivable sur ]0, +oo[, et dormer ime expression simple de F' sur 
cet intervalte. 


5) Deduire des resultats precedents 

f+^smt f+ x ‘ sin t 

/ — — dL Que vaut / dt ? 
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une expression de F(x) et la vaieur de F integrate 
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Exercice 2 


Sait E un espace vectoriel sur €. On note id l 1 application tdentiqne de E. Pour tout 
endomorphisme / de E, on note f° = id et pour tout it e K, / fe+1 = /* o /. 

Soil p un enticr strictement posit, if. On dit que / eat cydique d’ordre p s’il existe un 
element x r> de £ veiifiant !cs trols conditions : 

(0 / fl (so) = Xfi, 

(«) ia fajnille (* 0 . f(x 0 ) / p ‘ 1 (ar 0 )) est generatrice de E, 

0«) f k {xti) est distinct de x a pour tout k £ [Lp[nlN. 

La famille (xq, /(^o): - - - 1 .P 1-1 (^n)) est alors appelee un cycle de /, 

I) Dans cette partie, E est de dimension 3, et B = (ei, e S] e&) est une base de E. 

On considere rendomorphisme I' de E dcfttii par : 

f{e x ) = t?i + e 2 - 2e 3 ; f(e 3 ) = 2e, + e 2 - 2^ ; /(e 3 ) = 2e t + 2e z - 3e, 

1) Verifier que (ei, /(fii ), / 2 (fi j) est une base de E et donner la matrice de / relativeineat 
k evtte base. 

2) Montrer que f est cydique d’ordre 4 et que fo./fei), /*(«,), / a {ei}) est un cycle de /, 

3) Calcnlei p et deduire sans calcul supplementaire que / est diagonal isable. 

4) Determiner une base de E formes de vecteuns propres dc /. 


II) Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur € do dimension m et on consider un 
endomorphisme / de E cydique d’ordre p. Soit (xoi/t^o} / p " l (^}) un cycle de /. 

1) Montrer que n < p. 

2) Montrer que P = id et deduire que / est bijective. 

3) On note m le plus grand des entiers k tels que (ffo./fro) / i_1 (x a )) est, blue 

a) Montrer que V* e JN, / 4 {f 0 ) est combmaison lineatre de x D , /(x 0 ), , . , , / f "- 1 (x fl ). 

b) En deduire que m = ti et quo La famille fo, /(x 0 ), . . . , /"“’fro)) est une base de E. 

4) On note o 0l a 1( . . , , a„-i lea nombres complexes teis que 

/"(aio) - a 0 zo + aij(xo) + , . , + 

a) Montrer que /" = o 0 id + + , , . + a tl - if*' 1 . 

b) Determiner la matrice de / reUtivement a la base /(z 0 ), . . . ( / ri_1 (xo))- 

c) Montrer que VA e €, rg{f - Aid) > n - 1. 

En deduire les dimensions des sous espaces propres de /. 

5) On suppose que / est cydique d’ordre n et on considers fo f /(i 0 ),- .-,/ n_1 (^o)) un 
cycle de /. 

a) Montrer que si A est une valeur propre de / alois A n = 1. 

b) Determiner ia matrice de j relativement, a la base {x 0 , f(x Q ) t . . , , / n - l (jr tt )). 

c) Montrer que / est diagonalisable et donner tine base de E formee de vecteurs 
propres de /. 
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